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SYSTE`MES DE POINTS DANS LES DG-CATE´GORIES SATURE´ES
BERTRAND TOE¨N AND MICHEL VAQUIE´
A` Vadim Schechtman, avec admiration et amitie´.
Re´sume´. Dans ce travail nous conside´rons le proble`me de re´aliser ge´ome´triquement les cate´gories
triangule´es (plutoˆt les dg-cate´gories triangule´es) comme des cate´gories de´rive´es de varie´te´s alge´briques.
Pour cela, on introduit la notion de syste`me de points dans une dg-cate´gorie sature´e T . Nous montrons
que la donne´e d’un tel syste`me permet de construire un espace alge´brique MP , de type fini, lisse et
se´pare´, ainsi qu’un dg-foncteur de T vers une version tordue de la dg-cate´gorie de´rive´e de MP . On
montre de plus que ce dg-foncteur est une e´quivalence si et seulement si MP est propre. Tout au long
de ce travail nous e´tudions les t-structures sur les familles alge´briques d’objets dans T , ce qui posse`de
possiblement un inte´reˆt en soi inde´pendant du the`me de ce travail.
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Introduction
Toute varie´te´ propre et lisse X sur un corps k (ici alge´briquement clos) donne lieu a` une dg-
cate´gorie Lparf (X) des complexes parfaits sur X. La dg-cate´gorie, souvent conside´re´e comme l’espace
non-commutatif associe´ a` X, se rappelle de tre`s nombreux invariants cohomologiques et ge´ome´triques
de la varie´te´ X (voir par exemple [Ro, To2]). Cependant, la pre´sence de varie´te´s qui partagent un
meˆme cate´gorie de´rive´e implique qu’il est en ge´ne´ral impossible de reconstruire X a` partir de Lparf (X),
et quand bien meˆme une telle reconstruction est possible il existe de tre`s nombreux choix pour X.
Dans [To-Va1] nous avons introduit une construction dans le sens inverse T 7→ MT , qui a` une dg-
cate´gorie T associe le (∞-)champ classifiant des objets dans T . Cette construction n’est pas inverse
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de X 7→ Lparf (X), mais est adjointe en un sens pre´cis (voir [To4, §3.1]). Lorsque T s’e´crit de la forme
Lparf (X), la varie´te´ X se retrouve comme un ouvert X ⊂ MT (modulo une Gm-gerbe triviale), qui
correspond a` la partie deMT qui classe les faisceaux gratte-ciel associe´s aux points de X vus comme
complexes parfaits sur X. Un autre choix de varie´te´ X ′ telle que T ' Lparf (X ′) donne lieu a` un
autre ouvert X ′ ⊂ MT . Ceci montre que la reconstruction d’une varie´te´ X telle que T ' Lparf (X)
n’est envisageable que si l’on spe´cifie un sous-ensemble P des classes d’e´quivalence d’objets de T
correspondant aux gratte-ciel de X vus comme objets de T .
Le re´sultat principal de ce travail est le the´ore`me 7.2, dans le quel nous donnons des conditions
ne´cessaires et suffisantes sur un ensemble P de classes d’e´quivalence d’objets dans une dg-cate´gorie T
propre et lisse, pour qu’il existe un espace alge´brique X, lisse, se´pare´ et de type fini sur k, une classe
α ∈ H2et(X,Gm) et un dg-foncteur
φP : T op −→ Lαparf (X),
qui identifie l’ensemble P aux gratte-ciel de X (ou` Lαparf (X) est la dg-cate´gorie des complexes parfaits
sur X tordus par α). On montre de plus que φP est une e´quivalence si et seulement si X est propre.
Cet e´nonce´ est une re´ponse possible au proble`me de savoir si une dg-cate´gorie propre et lisse T est
d’origine ge´ome´trique. Cependant, plus qu’un simple the´ore`me de reconstruction nous pensons que
notre re´sultat peut eˆtre un outil utile pour construire des e´quivalences entre cate´gories de´rive´es, bien
que cet apsect ne sera pas discute´ en de´tail dans ce travail (voir cependant §8).
Les conditions sur la dg-cate´gorie T et l’ensemble P qui constituent les hypothe`ses de notre the´ore`me
ne peuvent pas se re´sumer dans cette introduction, et une grande partie de ce travail consiste en
l’introduction des notions qui entrent en jeu. Elles peuvent cependant se de´cliner en quatre grandes
familles de conditions que nous allons brie`vement commenter.
(1) La dg-cate´gorie T est sature´e.
(2) Les objets de P sont des objets ponctuels deux a` deux orthogonaux et co-engendrent T .
(3) Les objets de P co-engendrent une t-structure parfaite et ouverte sur T .
(4) La famille des objets de P est borne´e.
La premie`re condition affirme que T est propre, lisse et triangule´e (voir [To-Va1]), ce qui est une
hypothe`se naturelle et incontournable si l’on souhaite reconstruire une varie´te´ propre et lisse X. Par
ailleurs, ces hypothe`ses impliquent l’existence d’un foncteur de Serre pour T (voir notre §1), ce qui
intervient de manie`re cruciale tout au long de l’article.
La condition (2) contraint le comportement cohomologique des objets de P. On demande par
exemple que l’on ait T (x, x) ' Symk(Ext1(x, x)[1]) avec Ext1(x, x) de dimension uniforme d. Par
ailleurs, si x 6= y on demande que T (x, y) ' 0. On doit aussi avoir ST (x) ' x[d] pour tout x ∈ P, ou`
ST est le foncteur de Serre de T . Enfin, on demande que l’ensemble des objets de P soit une spanning
class au sens de Bridgeland: si T (y, x) ' 0 pour tout x ∈ P alors y ' 0.
La condition (3) est la plus de´licate et la plus indirecte. Tout d’abord, on de´clare qu’un objet y ∈ T
est positif si pour tout x ∈ P, le complexe T (y, x) est cohomologiquement concentre´ en degre´ ne´gatif.
Une premie`re condition est que cette notion de positivite´ de´finisse une t-structure sur la cate´gorie
triangule´e [T ] associe´e a` T . Cette t-structure est dite co-engendre´e par l’ensemble P. On demande de
plus qu’elle soit ouverte, c’est a` dire qu’eˆtre un objet du cœur de cette structure soit une condition
ouverte (qui est une manie`re d’imposer une semi-continuite´ pour les objets de cohomologie associe´s a`
la t-structure). Cette notion demande une e´tude des t-structures induites sur les familles alge´briques
d’objets de T (voir notre §3) et nous ne sommes pas arrive´s a` la de´crire de manie`re simple en termes
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de T seule, on encore a` donner des conditions suffisantes pour qu’elle soit automatique. On demande
aussi que la t-structure soit parfaite, ce qui signifie essentiellement que son cœur est noethe´rien et
que les foncteurs de troncations pre´servent les objets compacts. Encore une fois nous ne sommes pas
arrive´s a` de´crire cette condition simplement en termes de T .
Enfin, la dernie`re condition (4) affirme que la famille d’objets P vit dans une partie quasi-compacte
du champ des objets MT ce qui peut se traduire par l’existence d’une borne uniforme sur la coho-
mologie des objets de P par rapport a` un ge´ne´rateur compact (voir [To-Va1, §3.3]).
Sous ces conditions (1) a` (4), nous montrons l’existence d’un espace de modules grossier MP qui
classe les objets de P. On montre que cet espace est un espace alge´brique de type fini, se´pare´ et
lisse sur k. Le champ des objets de P est lui une Gm-gerbe MP −→ MP de´crit par une dg-alge`bre
d’Azumaya (au sens de [To4]) naturelle. Si on note α ∈ H2et(MP ,Gm) la classe de cette gerbe, on
montre l’existence d’un dg-foncteur de de´composition
φP : T op −→ Lαparf (MP),
qui est a` rapprocher de la de´composition spectrale d’une repre´sentation comme faisceau sur l’espace
des repre´sentations irre´ductibles d’un groupe. Ce dg-foncteur est une quasi-e´quivalence sur les sous-dg-
cate´gories pleine forme´es des points, et on montre que c’est une quasi-e´quivalence si et seulement si MP
est de plus propre (sans eˆtre arrive´ a` mettre au jour un crite`re simple qui implique la proprete´ de MP).
Pour conclure, nous souhaitons signaler que nous ne conside´rons pas notre the´ore`me principal comme
re´ellement optimal, mais plutoˆt comme un premier pas, et qu’il serait souhaitable de l’ame´liorer.
Tout d’abord, comme nous l’avons de´ja` signale´, certaines conditions, particulie`rement autour de la
t-structure, sont de´licates a` de´crire en termes de T seule. Leurs ve´rifications sont parfois difficiles dans
la pratique, et il est fort probable que l’on puisse donner des ame´liorations (par exemple en donnant
des conditions suffisantes sur une t-structure pour eˆtre ouverte ou encore parfaite). Par ailleurs, nous
de´montrons que le foncteur φP : T op −→ Lαparf (MP) est une e´quivalence seulement si X est propre,
sans donner pour autant de condition qui permette de s’en assurer. Encore une fois, dans la pratique
cela veut dire qu’il faut ve´rifier la proprete´ de X au cas par cas. On devrait pouvoir ame´liorer cela
en rajoutant, par exemple, des conditions de stabilite´s en plus de la donne´e de P. A notre de´charge,
notre point de de´part est une dg-cate´gorie propre et lisse ge´ne´rale, qui peut ne rien avoir a` voir,
a` priori, avec la dg-cate´gorie de´rive´e d’une varie´te´ alge´brique, on pourrait prendre par exemple des
dg-cate´gories d’origines topologiques ou symplectiques (comme les cate´gories de type Fukaya). La
conclucion du the´ore`me 7.2 est ainsi relativement forte, et il n’est pas suprenant que les hypothe`ses le
soient proportionnellement.
Enfin, pour finir, nous avons inclus deux exemples de paire (T,P) dans notre dernier paragraphe,
mais nous n’avons pas fait l’exercice de ve´rifier toutes les conditions qui forment les hypothe`ses de
notre the´ore`me, notre but e´tant ici plus d’illustrer la signification du the´ore`me plutoˆt que de donner
de re´elles applications. Il serait donc inte´ressant d’avoir un exemple d’application du the´ore`me 7.2 ou`
l’on obtienne une e´quivalence de cate´gories de´rive´es qui n’e´tait pas encore connue. Nous pensons par
exemple a` la syme´trie mirroir: une varie´te´ symplectique N munie d’une fibration en tores lagrang-
iens N → S, semble pouvoir donner une paire (T,P), ou` T est un dg-mode`le pour la A∞-cate´gorie
de Fukaya de N , et P est la famille d’objets correspondant a` la famille de tores lagrangiens donne´e
par les fibres de N → S. Ici, l’espace alge´brique MP serait bien entendu un candidat au miroir de
M (voir l’introduction de [Ab]), modulo d’innombrables complications techniques (e.g. le corps de
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base k doit eˆtre remplace´ par quelque chose comme k((t)), etc). Malheureusement, notre manque de
compre´hension des cate´gories de Fukaya ne nous permet pas d’en dire plus dans ce travail.
Conventions: Tout au long de ce travail nous travaillerons au-dessus d’un corps alge´briquement
cloˆs k de caracte´ristique nulle.
1. Dg-cate´gories sature´es
Nous nous plac¸ons dans le cadre de la the´orie Morita des dg-cate´gories (k-line´aires) de [To2], auquel
nous renvoyons le lecteur pour les de´tails. Nous travaillerons dans Ho(dg − cat), la cate´gorie ho-
motopique des dg-cate´gories k-line´aires. Concre`tement, cela signifie que nous travaillons a` quasi-
e´quivalence de dg-cate´gories pre`s, sans que cela soit dit de manie`re explicite. Il nous arrivera par
exemple d’utiliser l’expression dg-foncteur pour signifier en re´alite´ un morphisme dans Ho(dg − cat),
ou encore limites pour signifier limites homotopiques. De meˆme certaines constructions seront de´crites
de manie`re na¨ıve et demanderaient d’expliciter certains mode`les explicites (ce que nous laissons au
lecteur le soin de faire, ou pas). Nous rencontrerons parfois des dg-cate´gories non petites, et nous lais-
sons le soins au lecteur de fixer des univers pour donner un sens a` certains e´nonce´s (voir par exemple
[To2, To4]).
Soit T une petite dg-cate´gorie sur k. Nous noterons T̂ := RHom(T op, k̂), la dg-cate´gorie obtenue
a` partir de T en y rajoutant des colimites homotopiques (voir [To2]). L’objet T̂ est bien de´fini dans
Ho(dg−cat), la cate´gorie homotopique des dg-cate´gories. Un mode`le explicite de T̂ est la dg-cate´gorie
des T op-dg-modules cofibrants et fibrants (voir [To-Va1, §2.2]).
On dispose d’un plongement de Yoneda h : T −→ T̂ qui identifie T a` une sous-dg-cate´gorie pleine
de T̂ . Le morphisme h se factorise par T̂c ⊂ T̂ la sous-dg-cate´gorie pleine forme´e des objets compacts.
Nous rappelons la terminologie suivante.
• La dg-cate´gorie T est triangule´e si le morphisme h induit une quasi-e´quivalence T ' T̂c.
• La dg-cate´gorie T est lisse sur k s’il existe une dg-alge`bre B sur k, avec T̂ quasi-e´quivalente a`
B̂, et telle que B soit un B ⊗k Bop-dg-module compact.
• La dg-cate´gorie T est propre sur k s’il existe une dg-alge`bre B sur k, avec T̂ quasi-e´quivalente
a` B̂, et telle B soit compacte comme k-dg-module (i.e. soit un complexe parfait de k-espaces
vectoriels).
• La dg-cate´gorie T est sature´e si elle est propre, lisse et triangule´e.
Les dg-cate´gories sature´es posse`dent de fabuleuses proprie´te´s de dualite´. Elles sont par exemple
les objets pleinement dualisables de la cate´gorie mono¨ıdale syme´trique des petites dg-cate´gories a`
e´quivalence de Morita pre`s (voir [To4, Prop. 2.5]), et aussi les objets pleinement dualisables de la 2-
cate´gorie mono¨ıdale syme´trique des dg-cate´gories compactement engendre´es et dg-foncteurs continus
(voir [Lu2]). En ce qui nous concerne, nous rentiendrons les faits suivants.
(1) Pour deux dg-cate´gories sature´es T1 et T2, la dg-cate´gorie RHom(T1, T2) est sature´e. Elle
est de plus naturellement e´quivalente a` ̂(T1 ⊗ T op2 )c, la dg-cate´gorie des (T1, T2)-dg-bimodules
compacts. Le dg-bimodule correspondant a` un morphisme f sera ge´ne´ralement note´ Γ(f). Ce
dg-bimodule envoie (a, b) ∈ T1 ⊗ T op2 sur le complexe T2(b, f(a)).
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(2) Toute dg-cate´gorie sature´e T posse`de un foncteur de Serre ST . Il s’agit d’un endomorphisme
ST : T −→ T de T , tel que le dg-bimodule correspondant soit donne´ par la formule
Γ(ST ) : (a, b) 7→ T (a, b)∨ := Hom(T (a, b), k).
On dispose donc de quasi-isomorphisme naturel
T (a, b)∨ ' T (b, ST (a)).
L’endomorphisme ST de T est toujours une auto-e´quivalence.
(3) Soit f : T1 −→ T2 un dg-foncteur entre dg-cate´gories sature´es. Alors f posse`de un adjoint a`
droite et un adjoint a` gauche (au sens de [To4, §3.1]), note´s respectivement
f∗ : T2 −→ T1 f! : T2 −→ T1.
Si f correspond au dg-bimodule Γ(f) ∈ ̂T1 ⊗ T op2 , alors f∗ correspond au (T2, T1)-dg-bimodule
Γ(f!) : (a, b) 7→ T2(f(b), a).
L’adjoint a` gauche f! est quand a` lui donne´ par la formule
f! = S
−1
T1
(f∗)ST2 ,
ou` STi est le foncteur de Serre de la dg-cate´gorie Ti. En d’autres termes le dg-bimodule
correspondant a` f! est (a, b) 7→ T2(a, fST1(b))∨.
2. Espaces de modules d’objets simples dans une dg-cate´gorie sature´e
Soit T une dg-cate´gorie sature´e sur k. On de´finit un pre´faisceau simplicial sur la cate´gorie Affk
des sche´mas affines sur k
MT : Affopk −→ sSet,
par la formule
MT (SpecA) := Mapdg−cat(T op, Âc).
Le pre´faisceau MT est un champ pour la topologie fpqc (voir [To-Va1]). De plus, pour tout champ
F ∈ Stk on dispose d’une e´quivalence naturelle
MapStk(F,MT ) 'Mapdg−cat(T op, Lparf (F )),
ou` Lparf (F ) est la dg-cate´gorie des complexes parfaits sur F de´finie par
Lparf (F ) := lim
SpecA−→F
Âparf .
Il s’agit ici d’une limite homotopique dans la the´orie homotopique des dg-cate´gories (voir [To-Ve2]
pour plus de de´tails sur la descente).
Le principal the´ore`me de [To-Va1] affirme queMT est un champ localement alge´brique et localement
de pre´sentation finie sur k. Dans ce travail nous nous restreindrons au sous-champ MsimpT ⊂ MT ,
forme´ des objets simples. Par de´finition, un point deMT (SpecA) correspond a` un T op⊗kA-dg-module
compact. Un tel T op⊗kA-dg-module E posse`de un complexe d’endomorphismes RHom(E,E) qui est
un complexe de A-dg-modules. Ce complexe est de plus parfait sur A car T est sature´e. Par de´finition,
l’objet E ∈MT (SpecA) est dit simple si le complexe parfait RHom(E,E) ve´rifie les deux conditions
suivantes.
• L’amplitude de RHom(E,E) est contenue dans [0,∞].
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• Le morphisme naturel A −→ RHom(E,E) induit par l’identite´ de E, induit pour tout mor-
phisme d’anneaux A −→ A′ un isomorphisme
A′ ' H0(RHom(E,E ⊗A A′)).
Par semi-continuite´ on voit que l’inclusion naturelle MsimpT ⊂ MT est une immersion ouverte de
champs. On en de´duit donc que MsimpT est lui-meˆme un champ localement alge´brique et localement
de pre´sentation finie. Par ailleurs, l’annulation des Ext ne´gatifs des objets simples implique que
MsimpT est un 1-champ d’Artin localement de pre´sentation finie (voir [To-Va1, §3.4]). Enfin, le fait que
les objets simples ne posse`dent que les scalaires comme endomorphismes de degre´ ze´ro implique que
MsimpT est une Gm-gerbe au-dessus d’un espace alge´brique M simpT localement de pre´sentation finie sur
k. De manie`re plus explicite, la projection
pi :MsimpT −→M simpT
est le morphisme quotient pour l’action naturelle du champ en groupes K(Gm, 1) sur MsimpT qui
consiste a` tensoriser par des fibre´s en droites de la base. Pour SpecA ∈ Affk, le groupe simplicial
K(A∗, 1) ope`re naturellement sur l’ensemble simplicial MT (A) par son action naturelle sur la dg-
cate´gorie Âc des complexes parfaits de A-dg-modules. Lorsque SpecA de´crit Affk cela de´finit une
action du champ en groupes K(Gm, 1) sur MsimpT dont le quotient est M simpT . On peut donc e´crire
M simpT ' [MsimpT /K(Gm, 1)]
de sorte a` ce que la projection pi :MsimpT −→M simpT soit le morphisme quotient.
Notons que la gerbe MsimpT au-dessus de M simpT est en ge´ne´ral non-triviale. Elle est cependant
donne´e par une dg-alge`bre d’Azumaya sur M simpT au sens de [To4], qui peut-eˆtre construite de la
manie`re suivante. Sur le champ MsimpT , on dispose d’une T op-dg-module universel E , qui apre`s oubli
de la structure de T op-dg-module fournit un complexe parfait E0 sur MsimpT . La dg-cate´gorie des
complexes parfaits sur MsimpT posse`de des sous-dg-cate´gories pleines
Lχparf (MsimpT ) ⊂ Lparf (MsimpT ),
ou` χ parcours l’ensemble des caracte`res Z de Gm, et ou` Lχparf (MsimpT ) consiste en les complexes parfaits
de poids χ: un complexe parfait E ∈ Lparf (MsimpT ) vit dans Lχparf (MsimpT ) si et seulement si pour
toute gerbe re´siduelle BGm ⊂ MsimpT la restriction de E a` BGm est un complexe de repre´sentations
de Gm pures de poids 1. Notons que si Msimp,νT de´signe un ouvert quasi-compact de MsimpT (voir
[To-Va1, §3.3]), alors les inclusions naturelles de´finissent une quasi-e´quivalence de dg-cate´gories⊕
χ∈Z
Lχparf (Msimp,νT ) ' Lparf (Msimp,νT ).
Cette de´composition n’est plus valable sur MsimpT tout entier duˆe a` la non-quasi-compacite´.
Nous disposons donc d’un complexe parfait universel E0 sur MsimpT , pur de poids 1. Cet objet est
de plus un ge´ne´rateur compact local de Lχ=1parf (MsimpT ), au sens ou` son image re´ciproque sur tout affine
SpecA −→MsimpT est un ge´ne´rateur compact de D(A) la cate´gorie de´rive´e de A. Il s’en suit, d’apre`s
le formalisme ge´ne´ral de [To4], que le faisceau en dg-alge`bres parfaites A := REnd(E0) est pur de poids
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0, donc vit dans Lχ=0parf (MsimpT ) ' Lparf (MT ), et est de plus une dg-alge`bre d’Azumaya sur l’espace
alge´brique M simpT . D’apre`s [To4, Cor. 4.8], elle de´termine une classe γ(A) ∈ H2et(M simpT ,Gm) qui n’est
autre que la classe de la gerbe MsimpT −→ M simpT . Par construction, on a une quasi-e´quivalence de
dg-cate´gories
Lparf (A) ' Lχ=1parf (MsimpT ),
ou` le membre de gauche est la dg-cate´gorie des A-dg-modules parfaits sur M simpT . Nous renvoyons a`
[To4] pour plus de de´tails.
3. Extension des scalaires et t-structures
Comme pre´ce´demment, soit T une dg-cate´gorie triangule´e sur k et T̂ la dg-cate´gorie des dg-modules
sur T op. On note h : T −→ T̂ le dg-foncteur de Yoneda, qui est un dg-foncteur pleinement fide`le.
On note [T ] := H0(T ) la cate´gorie homotopique de T . Comme T est triangule´e, [T ] est munie d’une
structure triangule´e naturelle pour laquelle les triangles distingue´s sont les images des suites exactes
de fibrations (voir [Ho, §7] ou [To3, §4.4]). D’apre`s nos conventions [T ] est aussi Karoubienne. De la
meˆme manie`re, [T̂ ] est une cate´gorie triangule´e qui posse`de des sommes infinies. Le plongement de
Yoneda induit un foncteur triangule´ pleinement fide`le
[T ] ↪→ [T̂ ].
Le caracte`re triangule´ de T implique que l’image essentielle de ce plongement est la sous-cate´gorie
pleine des objets compacts dans [T̂ ]. On dipose donc d’une e´quivalence triangule´e naturelle
[T ] ' [T̂ ]c.
De´finition 3.1. Une t-structure sur T est la donne´e d’une t-structure sur la cate´gorie triangule´e
[T̂ ] au sens de [BBD]. Le cœur d’une t-structure sur T est par de´finition le cœur de la t-structure
correspondante sur [T̂ ]. Il sera note´ Ĥ.
Par de´finition, une t-structure sur T est comple`tement caracte´rise´e par la donne´e d’une sous-
cate´gorie pleine [T̂ ]≤0 ⊂ [T̂ ], forme´e des objets x tels que τ>0x ' 0. Inversement, une telle sous-
cate´gorie pleine de [T̂ ] de´termine une t-structure si et seulement si elle est stable par sommes (possi-
blement infinies), coˆnes et facteurs directs, et si de plus elle est engendre´e par coˆnes, sommes et facteurs
directs par un ensemble petit d’objets (voir [Ke-Vo]). Par la suite, nous supposerons implicitement
que les t-structures conside´re´es satisferont toutes cette hypothe`ses ensemblistes: [T̂ ]≤0 est engendre´e,
par coˆnes, sommes et facteurs directs par un ensemble petit d’objets.
Comme l’ensemble des classes d’e´quivalence de sous-cate´gories pleines de [T̂ ] sont en correspondance
bi-univoque avec celui des sous-dg-cate´gories pleine de T̂ , on voit qu’une t-structure sur T consiste
en la donne´e d’une sous-dg-cate´gorie pleine T̂≤0 ⊂ T̂ qui est stable, a` e´quivalence pre`s, par colimites
(au sens des dg-cate´gorie) et qui est engendre´e par colimites par un ensemble petit d’objets. Il est
important de noter cependant que bien que l’inclusion naturelle [T̂ ]≤0 ⊂ [T̂ ] soit induite par un
dg-foncteur pleinement fide`le T̂≤0 ⊂ T̂ , le foncteur de troncation
τ≤0 : [T̂ ] −→ [T̂ ]≤0
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ne l’est pas (car il n’est pas un foncteur triangule´). Ce foncteur de troncation peut cependant eˆtre
repre´sente´ par un ∞-foncteur sur les ∞-cate´gories correspondantes
|T̂ | −→ |T̂≤0|
(ou` |−| de´signe le foncteur qui a` une dg-cate´gorie associe l’∞-cate´gorie correspondante, en appliquant
par exemple la construction de Dold-Kan aux complexes de morphismes, voir par exemple [Ta3]).
Fixons maintenant une dg-cate´gorie T triangule´e sur k munie d’une t-structure. Nous noterons
T̂≤0, T̂≥0 ⊂ T̂ les sous-dg-cate´gories pleines forme´es des objets ne´gatifs, respectivement positifs, par
rapport a` la t-structure. Pour n ∈ Z, on pose T̂≤n ⊂ T̂ la sous-dg-cate´gorie pleine forme´e des objets
x tels que τ>0(x[n]) ' 0. De meˆme, T̂≥n est de´finie comme la sous-dg-cate´gorie pleine forme´e des x
tels que τ<0(x[n]) ' 0. On pose, pour toute paire d’entiers a ≤ b
T̂ [a,b] := T̂≤b ∩ T̂≥a ⊂ T̂ .
Notons que T̂ [0,0] est une sous-dg-cate´gorie pleine de T̂ dont la cate´gorie homotopique s’identifie
naturellement au cœur de la t-structure. De plus, pour deux objets x, y ∈ T̂ [0,0] les complexes de
morphismes T (x, y) sont cohomologiquement concentre´s en degre´s positifs. On voit ainsi que [T̂ [0,0]],
qui est une cate´gorie abe´lienne k-line´aire, est munie d’une dg-foncteur naturel
[T̂ [0,0]] −→ T̂ [0,0]
induisant une e´quivalence sur les cate´gorie homotopiques. En composant avec l’inclusion naturelle on
trouve un dg-foncteur
[T̂ [0,0]] −→ T̂ .
Ce dg-foncteur n’est pas pleinement fide`le, mais induit un foncteur pleinement fide`le
[T̂ [0,0]] ↪→ [T̂ ]
qui identifie [T̂ [0,0]] au cœur. De cette manie`re, le cœur de la t-structure Ĥ sera conside´re´ comme
sous-cate´gorie pleine de [T̂ ], mais aussi comme sous-dg-cate´gorie (non-pleine) de T̂ .
Nous introduisons les notions de finitudes suivantes pour une t-structure sur T .
De´finition 3.2. Soit T une dg-cate´gorie triangule´e sur k munie d’une t-structure.
(1) Nous dirons que la t-structure est borne´e si tous les objets compacts de [T̂ ] sont borne´s: pour
tout E ∈ [T ] ' [T̂ ]c il existe a ≤ b tels que E ∈ T̂ [a,b].
(2) Nous dirons que la t-structure est pre´compacte si pour tout E ∈ [T ], les objets τ≤0(E) et
τ≥0(E) sont compacts dans [T̂ ].
(3) Nous dirons que la t-structure est compacte si elle est borne´e, pre´compacte et si de plus la
sous-dg-cate´gorie pleine T̂≥0 ⊂ T̂ est stable par colimites filtrantes.
Les t-structures compactes de´finies ci-dessus posse`dent des proprie´te´s de stabilite´ remarquables que
nous avons rassemble´es dans la proposition suivante.
Proposition 3.3. Soit T une dg-cate´gorie triangule´e munie d’une t-structure compacte. Les proprie´te´s
suivantes sont satisfaites.
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(1) Pour toute paire d’entiers a ≤ b, la sous-dg-cate´gorie T̂ [a,b] ⊂ T̂ est stable par colimites fil-
trantes. Les ∞-foncteurs de cohomologie H it : |T̂ | −→ Ĥ commutent aux colimites filtrantes.
(2) Pour tout −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞, la sous-dg-cate´gorie pleine T̂ [a,b] ⊂ T̂ est engendre´e par colimites
par les objets de T ∩ T̂ [a,b].
(3) La t-structure sur [T̂ ] se restreint en une t-structure sur la sous-cate´gorie des objets compacts
[T ]. Le cœur H de cette t-structure induite est Ĥ ∩ [T ] ⊂ [T̂ ], l’intersection du cœur de la
t-structure sur [T̂ ] avec la sous-cate´gorie des objets compacts.
(4) La sous-cate´gorie des objets ω-petits de la cate´gorie abe´lienne Ĥ est H = Ĥ ∩ [T ].
(5) Un objet E ∈ T̂ est compact si et seulement s’il existe deux entiers a ≤ b avec E ∈ T̂ [a,b] et de
plus H it(E) ∈ Ĥ est un objet de H.
Preuve: (1) Pour commencer, notons |T̂ | l’∞-cate´gorie associe´e a` la dg-cate´gorie T̂ . Par de´finition
de t-structure compacte la sous-∞-cate´gorie pleine |T̂≥0| ↪→ |T̂ | est stable by colimites filtrantes.
Comme l’∞-foncteur de troncation τ≥0 est un adjoint a` gauche, il commute aux colimites filtrantes.
En utilisant le triangle distingue´ d’∞-foncteurs
τ≤−1 // id // τ≥0
on voit que τ≤−1 commute aussi aux colimites filtrantes. Cela implique que pour tout a ≤ b les ∞-
foncteurs τ[a,b] commutent aux colimites fitrantes, et donc que les sous ∞-cate´gories pleines |T̂ [a,b]| ↪→
|T̂ | sont stables par colimites filtrantes.
(2) Soit x ∈ T̂ [a,b]. On e´crit x ' colimα xα, une colimite filtrante d’objets xα ∈ T . Par (1) on a
x ' τ[a,b](x) ' colimα τ[a,b](xα). Or, par hypothe`se de compacite´ de la t-structure, tous les τ[a,b](xα)
sont dans T , et donc dans T ∩ T̂ [a,b].
(3) C’est une conse´quence directe de la condition de compacite´ sur la t-structure.
(4) Tout d’abord, comme les objets de H sont compacts dans T̂ , ils sont aussi ω-petits dans Ĥ (car
(1) implique que les colimites filtrantes dans Ĥ sont aussi des colimites filtrantes dans T̂ ). Inversement,
soit x un objet ω-petit de Ĥ. On voit x dans T̂ et on e´crit x comme une colimite filtrante x ' colimα xα
avec xα ∈ T ∩ Ĥ = H (ce qui est possible a` l’aide de (2)). Tous les objets x et xα e´tant ω-petits dans
Ĥ on voit que x est un re´tracte d’un xα. Mais T ∩ H = Ĥ est stable par facteurs directs dans T̂ , et
donc x ∈ H.
(5) Se de´duit par de´vissage des points pre´ce´dents. 2
Soit maintenant A une k-alge`bre commutative et conside´rons TA := T ⊗ˆkA la dg-cate´gorie triangule´e
A-line´aire induite par changement de base. La construction A 7→ TA se promeut en un ∞-foncteur de
la cate´gorie des k-alge`bres commutatives vers celle des dg-cate´gories triangule´es (voir [To4, §3.1]). De
manie`re explicite, TA peut-eˆtre de´finie, a` e´quivalence naturelle pre`s, comme la sous-dg-cate´gorie pleine
des (T ⊗k A)op-dg-modules, forme´e des dg-modules cofibrants et quasi-repre´sentables (voir [To-Va1]).
On peut aussi voir TA par la formule suivante
TA ' RHom(A, T ),
ou` A est conside´re´e comme une dg-cate´gorie sur k avec un unique objet. La dg-cate´gorie T̂A s’identifie
naturellement a` T̂A = RHom(A, T̂ ) ainsi qu’a` la dg-cate´gorie des (T ⊗k A)op-dg-modules cofibrants.
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Nous renvoyons a` [To4] pour plus de de´tails sur les changements d’anneaux de base pour les dg-
cate´gories.
On de´finit une t-structure sur T̂A induite par celle de T de la manie`re suivante. On dispose d’un
unique dg-foncteur k −→ A induit par l’identite´ dans A. Cela de´finit un dg-foncteur de restriction
RHom(A, T̂ ) −→ RHom(k, T̂ ) ' T̂ , et donc un dg-foncteur, que nous appellerons oubli
T̂A −→ T̂ .
On de´finit T̂≥0A par la carre´ carte´sien suivant
T̂≥0A //

T̂A

T̂≥0 // T̂ .
Le dg-foncteur d’oubli admet un adjoint a` gauche (au sens des dg-cate´gories, voir [To4])
−⊗k A : T̂ −→ T̂A,
qui en termes de dg-modules envoie un T op-dg-module E sur E ⊗k A muni de sa structure naturelle
de T op ⊗k A-dg-module. On en de´duit un adjoint a` gauche au foncteur d’oubli sur les cate´gories
triangule´es associe´es, que nous appellerons changement de base
−⊗k A : [T̂ ] −→ [T̂A].
On de´finit alors T̂≤0A comme e´tant la plus petite sous-dg-cate´gorie pleine de T̂A qui est stable par
sommes, coˆnes et re´tractes, et qui contient l’image de T̂≤0 par le dg-foncteur −⊗k A.
La paire de sous-cate´gories de [T̂A]
[T̂A]
≤0 := [T̂≤0A ] [T̂A]
≥0 := [T̂≥0A ]
de´finit une t-structure sur T̂A. Pour cette t-structure, l’adjonction de foncteurs triangule´s
−⊗k A : [T̂ ]←→ [T̂A]
est compatible avec les t-structures au sens ou` − ⊗k A est t-exact a` droite, et son adjoint a` droite
t-exact a` gauche.
De´finition 3.4. Avec les notations ci-dessus, la t-structure sur T̂A est appele´e la t-structures induite
par extension des scalaires.
Le lemme suivant se de´duit aise´ment des de´finitions et du fait que le foncteur d’oubli [T̂A] −→ [T̂ ]
commute avec les sommes arbitraires.
Lemme 3.5. Avec les notations ci-dessus, pour toute dg-cate´gorie triangule´e T munie d’une t-
structure, et toute k-alge`bre commutative A, le foncteur d’oubli
p : [T̂A] −→ [T̂ ]
est t-exact pour la t-structure sur T̂A induite par extension des scalaires. De plus, ce foncteur refleˆte
la t-structure sur [T̂A]: pour tout objet x ∈ [T̂A] on a
(p(x) ∈ [T̂ ]≤0)⇐⇒ (x ∈ [T̂A]≤0) (p(x) ∈ [T̂ ]≥0)⇐⇒ (x ∈ [T̂A]≥0).
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Preuve: Il suffit de de´montrer les deux e´quivalences. La seconde e´quivalence est vraie par de´finition
de [T̂A]
≥0 comme image re´ciproque de [T̂ ]≥0 par p. Soit x ∈ T̂≤0A . C’est une colimite dans T̂A d’objets
de la forme xα ⊗ A, avec xα ∈ T̂≤0. Comme le dg-foncteur p commute aux colimites arbitraires,
p(x) est une colimite d’objets de la forme xα ⊗k A, qui eux meˆme sont des sommes de xα. On voit
donc que p(x) ∈ T̂≤0. Inversement, supposons que p(x) ∈ T̂≤0. A l’aide de l’adjonction (⊗kA, p),
on construit un objet simplicial R∗(x) dans T̂A muni d’une augmentation R∗(x) −→ x avec Rn(x) '
qn(x) ' p(x) ⊗k A⊗n+1 pour tout n ≥ 0, avec q l’endomorphisme de T̂A donne´ par p(−) ⊗k A. Cet
objet est une re´solution de x au sens ou` l’augmentation induit une e´quivalence dans T̂A
colim
n∈∆op
Rn(x) ' x
Par hypothe`se et par de´finition chaque Rn(x) est dans T̂
≤0
A , et ainsi x ∈ T̂≤0A . 2
Ce lemme, associe´ au fait que T̂A est la dg-cate´gorie des A-modules dans T̂ , montre que le cœur
de la t-structure induite sur T̂A n’est autre que la cate´gorie des A-module dans la cate´gorie abe´lienne
k-line´aire Ĥ. En d’autre termes, le cœur de T̂A s’identifie a` la cate´gorie abe´lienne A-line´aire obtenue
a` partir de Ĥ par extension des scalaires de k a` A.
Nous arrivons aux notions principales de cette section, la notion de t-structure ouverte et de t-
structure parfaite sur une dg-cate´gorie sature´e T . Ces notions font intervenir les t-structures induites
sur T̂A et ne semblent pas facilement exprimables en terme de T seule.
Commenc¸ons par la notion de t-structure ouverte. Pour toute paire d’entiers a ≤ b nous de´finissons
M[a,b]T ⊂ MT un sous-pre´champ de MT comme suit. Soit A une k-alge`bre commutative, rappelons
que l’ensemble simplicial MT (A) est le nerf de la cate´gorie des T op ⊗k A-dg-modules cofibrants et
compact et des quasi-isomorphismes entre iceux (voir [To-Va1]). Par de´finition, M[a,b]T (A) ⊂ MT (A)
est le sous-ensemble simplicial plein (i.e. re´union de composantes connexes) forme´ des dg-modules E
satisfaisant la condition suivante: pour tout A-alge`bre commutative A′, on a
E ⊗A A′ ∈ [T̂A′ ][a,b].
Par de´finition, un objet E ∈ M[a,b]T (A) sera dit d’amplitude contenu dans l’intervalle [a, b], ou encore
d’amplitude [a, b].
Le lemme suivant montre que la condition d’eˆtre d’amplitude dans l’intervalle [a, b] est une condition
locale pour la topologie e´tale.
Lemme 3.6. Le pre´champ M[a,b]T est un champ pour la topologie e´tale.
Preuve: On commence par remarquer le fait suivant. Soit A −→ B un morphisme plat de k-alge`bres
commutatives de type fini. Alors le dg-foncteur de changement de base
T̂A −→ T̂B
est t-exact. En effet, sans hypothe`se de platitude et simplement par de´finition, ce dg-foncteur est
t-exact a` droite. Par ailleurs, pour x ∈ T̂A, si on note p : T̂B −→ T̂A le dg-foncteur d’oubli, on trouve
p(x⊗AB) ' x⊗AB. Comme B est un A-module plat, il est colimite filtrante de A-modules projectifs,
et ainsi p(x ⊗A B) est une colimite filtrante d’objets de la formes x ⊗A M avec M un A-module
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projectif. Mais un tel x ⊗A M est un re´tracte d’une somme de x. Ainsi, on voit que p(x ⊗A B) est
dans la sous-dg-cate´gorie pleine de T̂A engendre´e par colimites filtrantes par x. Ainsi, si x ∈ T̂≥0A il en
est de meˆme de p(x⊗A B).
Soit maintenant A −→ B un morphisme fide`lement plat entre k-alge`bres commutatives de type
fini. On note B∗ la k-alge`bre commutative co-simpliciale co-nerf du morphisme A −→ B, de sorte
que Bn = B⊗An+1. On dipose d’une co-augmentation A −→ B∗. Il faut montrer que le morphisme
naturel
M[a,b]T (A) −→ limn∈∆M
[a,b]
T (B
n)
est une e´quivalence. Comme M[a,b]T est un sous-pre´champ plein du champ MT , ce morphisme est
e´quivalent a` une re´union de composantes connexes. Il reste a` montrer que si un objet t-plat x ∈ TA
est tel que x⊗A B ∈ T [a,b]B alors x ∈ T [a,b]A . Mais comme A 7→ TA est un champ en dg-cate´gories (voir
[To4]), on a une e´quivalence dans TA
x ' lim
n∈∆
x⊗A Bn.
Chaque Bn est un A-module plat, et donc colimite filtrante de A-module projectifs. Ainsi, chaque
x⊗A Bn est un facteur d’une somme de x et est donc dans T̂ [a,b]A . Comme T̂≥aA est stable par limites
dans T̂A il s’en suit que x ∈ T≥aA .
Par ailleurs, pour montrer que x ∈ T≤bA , il faut montrer que pour tout y ∈ T̂>bA le complexe de A-
modules T̂A(x, y) est cohomologiquement concentre´ en degre´s strictement positifs. Comme A −→ B
est fide`lement plat, il suffit de montrer que T̂A(x, y)⊗AB est cohomologiquement concentre´ en degre´s
strictement positifs. Or x est compact, et on a donc un quasi-isomorphisme naturel
T̂A(x, y)⊗A B ' T̂B(x⊗A B, y ⊗A B).
Comme nous avons vu que ⊗AB est t-exact, on a y⊗AB ∈ T̂>bB , et donc H i(T̂B(x⊗AB, y⊗AB)) = 0
pour i ≤ 0. Ceci implique que x ∈ T̂≤bA et termine la preuve du lemme. 2
De´finition 3.7. Soit T une dg-cate´gorie sature´e. Nous dirons qu’une t-structure sur T est ouverte
si elle ve´rifie la condition suivante: pour toute paire d’entiers a ≤ b, le sous-champ
M[a,b]T ⊂MT
est repre´sentable par une immersion ouverte.
On peut interpre´ter la de´finition ci-dessus comme une tentative pour s’assurer d’une forme de semi-
continuite´ des foncteurs H it , analogue a` la semi-continuite´ de la dimension des groupes de cohomologie
des complexes parfaits de Grothendieck.
Si une dg-cate´gorie sature´e T est munie d’une t-structure ouverte, alors pour tout a ≤ b, les champs
M[a,b]T sont localement alge´briques et localement de pre´sentation finie. Par ailleurs, si n = b−a+1, on
voit facilement que M[a,b]T est un n-champ d’Artin localement de pre´sentation finie sur k. Ainsi, pour
a = b = 0 on trouve un 1-champ d’Artin M[0,0]T qui classifie les objets compacts du cœur de T . Ce
champ sera note´MHT , et est un champ de modules d’objets dans la cate´gorie abe´lienne Ĥ. Il peut eˆtre
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de´crit de la manie`re suivante. Pour A une k-alge`bre commutative notons ĤA la cate´gorie abe´lienne
des A-modules dans la cate´gorie k-line´aire Ĥ. L’association A 7→ ĤA de´finit un champ en cate´gories
sur le site des k-sche´mas affines muni de la topologie e´tale. Le champ MHT en est le sous-champ en
groupo¨ıdes forme´ des objets E ∈ ĤA qui ve´rifient les deux conditions suivantes.
(1) L’objet E est t-plat : pour tout morphisme de k-alge`bres de type fini A −→ A′, l’objet E⊗AA′ ∈
T̂A′ est dans le cœur de la t-structure induite sur T̂A′ .
(2) L’objet E est compact dans [T̂A].
Notons que le champ MHT de´pend a` priori de strictement plus que de la cate´gorie abe´lienne, car la
condition de compacite´ pre´ce´dente fait intervenir le plongement ĤA ↪→ [T̂A] qui de´pend a` priori du
choix de T .
Venons-en a` notre seconde notion, celle de t-structure parfaite.
De´finition 3.8. Soit T une dg-cate´gorie triangule´e munie d’une t-structure. Nous dirons que la t-
structure est parfaite si pour toute k-alge`bre A re´gulie`re les deux conditions suivantes sont satisfaites.
(1) La t-structure induite sur la dg-cate´gorie triangule´e TA = T ⊗̂kA par extension des scalaires
est une t-structure compacte.
(2) Le cœur ĤA de la t-structure induite est une cate´gorie abe´lienne noethe´rienne: tout sous-objet
d’un objet ω-petit est ω-petit.
4. Espaces Quot
Nous avons vu la notion de t-structure ouverte sur une dg-cate´gorie sature´e T . Nous allons voir
dans ce paragraphe comment cette notion permet de de´finir des ge´ne´ralisation des sche´mas Quot de
Grothendieck pour des objets de H. Ces espaces Quot seront utilise´s de manie`re essentielle dans la
suite de ce travail pour aboutir a` notre the´ore`me principal, mais cette notion posse`de aussi un inte´reˆt
en soi.
Soit donc T une dg-cate´gorie sature´e sur k munie d’une t-structure parfaite et ouverte (voir les
de´finitions 3.7 et 3.8). Soit A une k-alge`bre commutative de type fini. On note HA l’intersection du
cœur de la t-structure induite sur [T̂A] avec [TA] la sous-cate´gories des objets compacts. Rappelons
qu’un objet E de ĤA est dans HA si et seulement si pour tout objet compact K ∈ T , le complexe
T (K,E) est un complexe parfait de A-modules (prop. 3.3 et le fait que T soit sature´e). On suppose
que E est t-plat: pour tout morphisme de k-alge`bres commutatives de type fini A −→ A′ l’objet
E ⊗A A′ ∈ [T̂A′ ] est dans le cœur de la t-structure induite sur [T̂A′ ].
Comme dans [To-Va1], on noteraM(1)T le champ des morphismes dans T , classifiant les morphismes
de T op-dg-modules parfaits. Il vient avec deux projections
MT M(1)T t //soo MT ,
de source et but. La condition de platitude impose´e sur E de´finit un morphisme de champs
E : SpecA −→MHT ⊂MT .
14 BERTRAND TOE¨N AND MICHEL VAQUIE´
On conside`re le champ M/ET , de´fini par le produit fibre´ ci-dessous
M/ET //

M(1)T
t

SpecA
E
//MT .
Le champM/ET classifie les T op-dg-modules compacts munis d’un morphisme vers E. Sa pre´sentation
par le produit fibre´ ci-dessus montre qu’il s’agit d’un champ localement alge´brique et localement de
type fini sur k. Le morphisme source de´finit un morphisme induit
s :M/ET −→MT .
Nous noterons MH/ET le champ de´fini par le produit fibre´
MH/ET //

MHT

M/ET s //MT .
Le champ MH/ET est un 1-champ au-dessus de SpecA, dont les sections au-dessus d’une A-alge`bre
commutative de type finie A′ est le groupo¨ıde des couples (E′, u), avec E′ ∈ HA′ un objet t-plat, et
u un morphisme u : E′ −→ E ⊗A A′ dans HA′ . En utilisant l’alge´bricite´ de M(1)T et l’ouverture de la
t-structure, il est facile de voir queMH/ET est un 1-champ d’Artin, qui se re´alise comme un sous-champ
ouvert du champ localement alge´brique M/ET .
Enfin, soit Quot(E) le sous-champ de M/ET forme´ des objets (E′, u) comme ci-dessus ve´rifiant la
condition suivante: le morphisme u est un monomorphisme dans la cate´gorie abe´lienne ĤA′ , et son
conoyau est un objet Coker(u) ∈ ĤA′ qui est t-plat. En d’autre termes, Quot(E) est le produit fibre´
suivant
Quot(E) //

M/ET
c

MHT //MT ,
ou` c est le morphisme qui envoie une paire (E′, u) comme ci-dessus sur le coˆne de u.
Finalement, on fixe un ge´ne´rateur compact K de T̂ , et une fonction ν : Z −→ N a` support fini.
On note MνT ⊂MT le sous-champ ouvert de type fini des T op-dg-modules compacts F tels que (voir
[To-Va1, §3.3])
dimkH
i(T (K,E)) ≤ ν(i) ∀ i ∈ Z.
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Nous noterons de meˆme Quotν(E) le sous-champ ouvert de Quot(E) forme´ des paires (E′, u) dont le
coˆne de u est dans MνT . En d’autre termes, Quotν(E) est le produit fibre´
Quotν(E) //

M/ET
c

MHT ∩MνT //MT .
Proposition 4.1. Avec les hypothe`ses, notations et de´finitions ci-dessus, les deux assertions suivantes
sont satisfaites.
(1) Le champ Quotν(E) est repre´sentable par un espace alge´brique de type fini et se´pare´ sur SpecA.
(2) La projection Quot(E) −→ S = SpecA ve´rifie le crite`re valuatif de proprete´: pour toute k-
alge`bre commutative R inte`gre lisse et de dimension 1, de corps des fractions K, le morphisme
Quot(E)(R) −→ Quot(E)(K)×S(K) S(R)
est une e´quivalence.
Preuve: (1) Les re´sultats de [To-Va1, §3.3] impliquent aise´ment que Quotν(E) est un espace
alge´brique de type fini au-dessus de SpecA. Comme Quotν(E) est un sous-champ ouvert de Quot(E),
sa se´paration est une conse´quence du crite`re valuatif de proprete´ que nous allons de´montrer dans (2).
(2) On fibre le morphisme Quot(E)(R) −→ Quot(E)(K) ×S(K) S(R) au-dessus de S(R), et on
montre que qu’il est bijectif fibre a` fibre. Cela implique que l’on peut remplacer A par R.
On dispose donc de (E′, u) un objet de Quot(E)(R), repre´sente´ comme une suite exacte d’objets
t-plats dans HR
0 // L // E
u // E′ // 0.
On utilise l’adjonction de cate´gories abe´liennes
−⊗R K : ĤR  ĤK
induite par changement de base et son adjoint a` droite le foncteur d’oubli. L’unite´ de l’ajonction
induit un morphisme de suites exactes dans ĤR
0 // L

// E
u //

E′ //

0
0 // L⊗R K // E ⊗R K uK // E′ ⊗R K // 0.
On commence par remarquer que les morphismes verticaux sont des monomorphismes. En effet, pour
tout objet t-plat E ∈ ĤR, l’unite´ v : E −→ E ⊗R K est un monomorphisme. Pour voir cela, on
conside`re le coˆne de v dans T̂R, qui s’exprime comme E ⊗R K/R ' colimf∈R−0E/f . Ici la colimite
est prise sur l’ensemble filtrant des e´le´ments non-nuls de R (ordonne´ par la relation de divisibilite´), et
E/f de´signe le coˆne de la multiplication ×f : E → E. Ce coˆne s’exprime aussi comme E ⊗R R/(f),
et comme E est t-plat ce coˆne est dans HR. On en de´duit que colimf∈R−0E/f , et donc E ⊗R K/R
est dans ĤR, et ainsi que le morphisme v est un monomorphisme.
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Le fait que les morphismes verticaux du diagramme pre´ce´dent soient des monomorphismes implique
que le carre´
L //

E

L⊗R K // E ⊗R K
est carte´sien dans la cate´gorie abe´lienne ĤR (attention, il ne l’est pas dans T̂R). Cela implique
clairement que (E, u′) est l’unique rele`vement de (E′ ⊗R K,u⊗R K) de K a` R. Ainsi, le morphisme
Quot(E)(R) −→ Quot(E)(K)×S(K) S(R) est injectif.
Soit maintenant (E′K , uK) un objet de Quot(E)(K), repre´sente´ par une suite exacte dans HK
0 // LK // EK
uK // E′K // 0.
On de´finit un sous-objet L ⊂ E dans ĤR par le carre´ carte´sien (dans ĤR) suivant
L //

E

LK // E ⊗R K.
Comme la t-structure est noethe´rienne L est un objet ω-petit et donc est dans HR. Par ailleurs, le
quotient E/L dans HR est par construction un sous-objet de E′ ⊗K R ∈ ĤR. Ceci implique que E/L
est un objet sans torsion: pour tout f ∈ R − 0, le coˆne de la multiplication ×f : E −→ E est dans
HR. Ceci implique aise´ment que pour tout R-module M , l’objet E⊗RM a` priori dans T̂R, reste dans
ĤR. L’objet E/L est donc t-plat, et l’objet (E/L, u), ou` u : E −→ E/L est la projection naturelle est
un rele`vement de (E′K , uK) a` un point de Quot(E)(R). 2
L’espace alge´brique Quot(E) contient deux copies du sche´ma SpecA, qui correspondent au couple
(E′, u) avec soit u un isomorphisme soit E ' 0. Cela de´finit deux morphismes
a, b : SpecA⇒ Quot(E),
de sorte que la projection Quot(E) −→ SpecA en soit un re´tracte. En particulier, comme Quot(E)
est se´pare´ d’apre`s la proposition 4.1, les morphismes a et b sont des immersions ferme´es. Ces deux
morphismes sont aussi clairement des immersions ouvertes, car eˆtre nul est une condition ouverte pour
les complexes parfaits (le morphisme Spec k −→ MT correspondant a` l’objet nul est une immersion
ouverte). On trouve ainsi une de´composition canonique d’espaces alge´briques au-dessus de SpecA
Quot(E) ' SpecA
∐
Quot](E)
∐
SpecA,
avec Quot](E) l’ouvert des paires (E′, u) qui sont telles que u n’est pas un isomorphisme et E′ n’est
pas nul.
La de´composition pre´ce´dente et la proposition 4.1 implique le corollaire suivant.
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Corollaire 4.2. Avec les notations pre´ce´dentes, Quot](E) est un espace alge´brique se´pare´ localement
de pre´sentation finie sur SpecA, et la projection
Quot](E) −→ SpecA
ve´rifie de plus le crite`re valuatif de proprete´.
5. Objets ponctuels et co-engendrement
On fixe T une dg-cate´gorie sature´e sur k. Rappelons (voir section §1) que sur T on dispose de
l’auto-e´quivalence de Serre
ST : T ' T,
telle qu’il existe des quasi-isomorphismes fonctoriels
T (x, y)∨ ' T (y, S(x)),
pout toute paire d’objets (x, y) dans T .
De´finition 5.1. Un objet ponctuel de dimension d ∈ N dans T est un objet x ∈ T ve´rifiant les
conditions suivantes.
(1) Pour tout i < 0 on a H i(T (x, x)) ' 0.
(2) La dg-alge`bre T (x, x) est quasi-isomorphe a` Symk(H
1(T (x, x))[−1]).
(3) H1(T (x, x)) est un k-espace vectoriel de dimension d.
(4) On a ST (x) ' x[d].
Exemples. Deux exemples standards d’objets ponctuels. Si X est un espace alge´brique propre
et lisse de dimension d, le gratte-ciel en un point k(x), vu comme objet de Lparf (X) est un objet
ponctuel de dimension d. Si A est une varie´te´ abe´lienne de dimension d, alors tout fibre´ en droites de
degre´ 0 sur A est un objet ponctuel de dimension d.
De´finition 5.2. Un syste`me de points de dimension d ∈ N dans T est la donne´e d’un ensemble de
classes d’e´quivalence d’objets P de T satisfaisant les conditions suivantes.
(1) Pour tout x ∈ P, x est un objet ponctuel de dimension d dans T .
(2) Pour tout x, y ∈ P, avec x 6= y, on a T (x, y) ' 0.
(3) Un objet E ∈ T est nul si et seulement si pour tout x ∈ P on a T (E, x) ' 0.
Un commentaire sur le point (3) de la de´finition pre´ce´dente. Par dualite´, T (E, x) ' 0 est e´quivalent
a` T (E, x)∨ ' T (S−1T (x), E) ' 0. Or T (S−1T (x), E) ' T (x,E)[−d] car x est ponctuel de dimension d.
Ainsi, la condition (3) peut aussi s’exprimer par: E est nul si et seulement si T (x,E) ' 0. Cependant,
les objets x ∈ P ne forment pas une famille de ge´ne´rateurs compacts de T̂ , car il n’est pas vrai en
ge´ne´ral que T (x,E) ' 0 pour tout x ∈ P implique E ' 0 pour un objet quelconque de T̂ .
Exemples. Pour revenir aux deux exemples pre´ce´dents l’ensemble des gratte-ciel sur X forme un
syste`me de points de dimension d, et de meˆme l’ensemble des fibre´s en droites de degre´ ze´ro sur A.
Bien que les objets consituant un syste`me de points dans une dg-cate´gorie sature´e T ne forment
pas des ge´ne´rateurs compacts, ils permettent de de´tecter les e´quivalences. Nous retiendrons le re´sultat
bien connu suivant (voir par exemple [Or, Lem. 2.15]).
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Lemme 5.3. Soit f : T −→ T ′ un dg-foncteur entre deux dg-cate´gories sature´es. Soient P et P ′ deux
syste`mes de points de meˆme dimension d dans T et T ′. On suppose que les deux conditions suivantes
sont satisfaites.
(1) Le dg-foncteur f envoie P dans P ′ et de manie`re surjective.
(2) Le dg-foncteur f restreint aux objets de P est pleinement fide`le: pour tout x, y ∈ P, le mor-
phisme
T (x, y) −→ T (f(x), f(y))
est un quasi-isomorphisme.
Alors f est une quasi-e´quivalence.
Preuve: On note f∗ et f! les adjoints a` droite et a` gauche de f : T −→ T ′ (voir [To4]). Il faut
montrer que pour tout z ∈ T et z′ ∈ T ′ les co-unite´s d’adjonction
f!f(z) −→ z ff∗(z′) −→ z′
sont des e´quivalences dans T et T ′. Comme P et P ′ sont des syste`mes de points dans T et T ′, il suffit
de voir que pour tout x ∈ P et tout x′ ∈ P les morphismes induits
T ′(f!f(z), x) −→ T (z, x) T (x′, ff∗(z′)) −→ T ′(x′, z′)
sont des quasi-isomorphismes. Par adjonction, il faut ve´rifier que les unite´s d’adjonctions
x −→ f∗f(x) x′ −→ ff!(x′)
sont des e´quivalences. Mais cela est induit par le fait que le dg-foncteur f induit une quasi-e´quivalence
de la la sous-dg-cate´gorie pleine des objets de P dans T vers celle des objets de P ′ dans T ′. 2
Les notions de syste`me de points et de t-structure entrent en interaction a` travers la notion de
co-engendrement, re´sume´e dans la de´finition suivante. Rappelons que si une t-structure sur T est
parfaite elle induit une t-structure sur [T ], qui dispose d’un cœur H. Ce cœur est une sous-cate´gorie
pleine de Ĥ stable par sommes finies, re´tractes, noyaux, conoyaux et extensions.
De´finition 5.4. Soit T une dg-cate´gorie sature´e munie d’une t-structure parfaite et d’un syste`me de
points P de dimension d.
(1) Nous dirons que le syste`me P co-engendre la t-structure si l’on a:
(E ∈ T≤0)⇐⇒ (H i(T (E, x)) ' 0 ∀ x ∈ P, ∀i < 0).
(2) Nous dirons que le syste`me P co-engendre fortement la t-structure s’il co-engendre la t-
structure et si de plus pour tout objet E du cœur H de la t-structure induite sur T , on a:
(E ' 0)⇐⇒ ([E, x] ' 0 ∀ x ∈ P).
Lorsqu’un syste`me de points P co-engendre une t-structure parfaite, cette dernie`re est totalement
caracte´rise´e par la donne´e de P. En effet, par de´finition P de´termine la partie ne´gative [T ]≤0 = [T≤0]
de la t-structure induite sur [T ]. On reconstruit alors T̂≤0 ⊂ T̂ comme e´tant la plus petite sous-dg-
cate´gorie pleine contenant les objets de T≤0 et qui est stable par sommes arbitraires et par coˆnes (voir
prop. 3.3 (2)).
Lemme 5.5. Soit T une dg-cate´gorie sature´e munie d’une t-structure parfaite co-engendre´e par un
syste`me de points P de dimension d.
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(1) Tout objet x ∈ P appartient au cœur H de la t-structure induite sur [T ].
(2) Si le cœur H est une cate´gorie abe´lienne noethe´rienne, alors le syste`me P engendre fortement
la t-structure si et seulement si P coincide avec l’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets
simples de H.
Preuve: (1) Soit x ∈ P. Pour tout y ∈ P on a, par de´finition d’un syste`me de points, H i(T (x, y)) ' 0
pour i < 0. Ceci montre que x ∈ [T ]≤0. Soit maintenant E ∈ [T ]≤−1, c’est a` dire E[−1] ∈ [T ]≤0.
Comme P co-engendre la t-structure on a H i(T (E[−1], x)) ' 0 pour i < 0, ou en d’autres termes
H i(T (E, x)) ' 0 pour i ≤ 0. Comme ceci est vrai pour tout E ∈ [T ]≤−1 on a x ∈ T≥0.
(2) Commenc¸ons par supposer que P co-engendre fortement la t-structure. Soit x ∈ P, et soit
x E un e´pimorphisme dans H. Si E 6= 0, alors il existe y ∈ P et un morphisme non nul E → y. On
a force´ment x = y, car le morphisme compose´e x → y est encore non-nul. Dans ce cas le morphisme
compose´ x → x est un scalaire non-nul de k, et donc est un isomorphisme. Cela montre que x  E
posse`de une section et donc que E est un facteur direct de x. Mais comme End(x) ' k cela implique
que E ' 0. Ainsi tous les e´le´ments de x sont des objets simples de H. De plus, si E est un objet
simple de H, il est non-nul et donc posse`de un morphisme non-nul u : E → x pour un x ∈ P. On a
de´ja` vu que x e´tait simple, et ainsi le morphisme u et un isomorphisme. Cela montre que la classe
d’isomorphisme de E appartient a` P.
Supposons re´ciproquement que P soit exactement l’ensemble des classes d’isomorphisme d’objets
simples de H. Soit E ∈ H un objet non-nul. Comme H est noethe´rienne, il existe un objet simple x
de H, et donc un e´le´ment de P, avec un morphisme non-nul E → x. Cela montre que P co-engendre
fortement la t-structure. 2
Le point (2) du lemme pre´ce´dent implique que lorsqu’une t-structure parfaite et a` cœur noethe´rien
est co-engendre´e fortement par un syste`me de points, le syste`me P est lui-meˆme dete´rmine´ par la
t-structure comme e´tant l’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets simples de H. Il revient ainsi
au meˆme, sous ces conditions, de se donner la t-structure ou de se donner le syste`me de points P.
Pour terminer, on introduit la notion de syste`mes de points borne´s.
De´finition 5.6. Un syste`me de points P dans une dg-cate´gorie sature´e T est borne´ s’il existe un
sous-champ ouvert de type fini sur k U ⊂MT tel que P soit contenu dans le sous-ensemble
pi0(U(k)) ⊂ pi0(MT (k)).
Rappelons d’apre`s [To-Va1, §3.3] la caracte´risation suivante des syste`mes de points borne´s. Un
syste`me de point P est borne´ si et seulement si pour tout ge´ne´rateur compact E de T̂ il existe une
fonction ν : Z −→ N a` support fini, telle que
dimkH
i(T (E, x)) ≤ ν(i) ∀ i ∈ Z, ∀x ∈ P.
6. L’espace de modules des objets ponctuels
Pour cette section on fixe une dg-cate´gorie sature´e T . On se fixe un syste`me de points P de
dimension d et une t-structure sur T . On suppose que les assertions suivantes sont satisfaites.
• La t-structure est parfaite et ouverte.
• Le famille de points P co-engendre fortement la t-structure.
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• La famille de points P est borne´e.
Ces donne´es permettent de de´finirMP , un sous-pre´champ deMT de la manie`re suivante. D’apre`s
la de´finition d’eˆtre une t-structure ouverte, on dispose d’un sous-champ ouvert MHT ⊂ MT forme´
des objets d’amplitude 0 dans T . Pour une k-alge`bre commutative de type finie A, on de´finit un
sous-ensemble simplicial plein MP(A) ⊂ MHT (A), forme´ des objet E ∈ TA satisfaisant a` la condition
suivante: pour tout morphisme d’anneaux A −→ k, l’objet E ⊗A k ∈ T est dans P. Par de´finition
de MHT , on sait que pour tout A −→ k l’objet E ⊗A k vit dans le cœur H. D’apre`s le lemme 5.5, la
condition pre´ce´dente demande de plus que cet objet soit un objet simple de H.
Nous avons de´fini MP(A) pour une k-alge`bre de type finie. Nous e´tendons simplement cette
de´finition a` toutes les k-alge`bres commutatives A en posant
MP(A) := colim
Aα⊂A
MP(Aα),
ou` la colimite est prise sur l’ensemble filtrant des sous-k-alge`bres de type fini de A.
Le principal re´sultat de repre´sentabilite´ est le suivant.
The´ore`me 6.1. Le sous-pre´champ MP est repre´sentable par un 1-champ alge´brique localement de
type fini sur k. De plus, MP est une Gm-gerbe au-dessus de son espace de modules grossier MP , et
MP est un espace alge´brique lisse, se´pare´ et de type fini sur k.
Preuve: Commenc¸ons par la repre´sentabilite´ deMP . Le sous-pre´champMP ⊂MHT est clairement
un sous-champ par de´finition. Nous allons montrer que l’inclusion MP ⊂ MHT est repre´sentable par
une immersion ouverte. Pour cela, soit A une k-alge`bre commutative et E ∈ MHT (A). Soit U le
sous-ensemble des points ferme´s s de S = SpecA tels que Es := E ⊗A k(s) soit un objet simple de
H. Comme P est l’ensemble des classes d’isomorphisme d’objets simples de H il faut montrer que
l’ensemble U est (l’ensemble des points ferme´s d’) un ouvert Zariski du sche´ma S.
Notons Z := S − U l’ensemble comple´mentaire, c’est a` dire l’ensemble des points ferme´s s de S
tels que Es ne soit pas simple dans H. Ainsi, l’ensemble Z est l’image (au niveau des points ferme´s)
du morphisme Quot](E) −→ S. Par la corollaire 4.2 cette image est stable par spe´cialisation. Par
ailleurs, comme la syste`me de points est borne´, Z est aussi l’image de la projection Quot],ν(E) −→ S
pour une fonction ν : Z −→ N a` support fini et Quot],ν(E) = Quot](E) ∩ Quotν(E) est un ouvert
quasi-compact de Quot](E). D’apre`s la proposition 4.1 cette image est donc constructible. Ainsi, Z
est constructible et stable par spe´cialisation, et est donc un ferme´ de S.
Ceci montre, comme annonce´, que l’inclusion MP ⊂ MHT est repre´sentable par une immersion
ouverte. Comme MHT est une Gm-gerbe sur un espace alge´brique de type fini il en est de meˆme de
MP . Il nous reste a` montrer que MP est un champ lisse, et que son espace de modules grossier est
se´pare´.
Soit x ∈MP(k) un point global correspondant a` un objet simple x ∈ P. Nous allons ici conside´rer
la version de´rive´e RMT du champ MT (qui est note´ MT dans [To-Va1]). Le sous-champ ouvert
MP ⊂MT correspond a` un sous-champ de´rive´ ouvert
RMP ⊂ RMT .
Le champ de´rive´ RMP est un 1-champ d’Artin de´rive´ dont le tronque´ est le champ MP
MP ' t0(RMP).
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Le point x de´finit un point global de RMP , au-quel on peut prendre le complexe tangent Tx (voir
[To-Ve2]). Comme montre´ dans [To-Va1] on trouve un quasi-isomorphisme
Tx[−1] ' T (x, x).
Par ailleurs, on sait que Tx[−1] se promeut en une dg-alge`bre de Lie sur k (voir [To1, §4.3] et [Lu3]),
et l’identification devient alors un identification de dg-alge`bres de Lie ou` la structure de Lie sur le
membre de droite est induite par le commutateur dans la dg-alge`bre T (x, x). Par de´finition des
objets ponctuels, la dg-alge`bre de Lie T (x, x) est quasi-isomorphe a` Symk(V [−1]), avec crochet et
diffe´rentielle nulle, et V = H1(T (x, x)). D’apre`s la correspondence entre champs de´rive´s formels et
dg-alge`bres de Lie de [Lu3], le comple´te´ formel de RMP en x s’e´crit comme un produit de champs
de´rive´s formels
BGˆm × Âd × F.
Le facteur F correspond a` la dg-lie abe´lienne Sym≥2(V [−1]), concentre´e en degre´s supe´rieurs a` 2.
Ainsi, on a t0(F ) ' Spec k. Ceci montre que le comple´te´ formel du tronque´ MP en x est e´quivalent
a` BGˆm × Âd. On voit ainsi que MP est lisse en x, et ce pour tout x.
Pour terminer la preuve du the´ore`me, il nous reste a` voir que l’espace de modules grossier de
MP est un espace alge´brique se´pare´. Notons MP cet espace de modules grossier. C’est un espace
alge´brique lisse et de pre´sentation finie sur k. Pour montrer que MP est se´pare´ il suffit de montrer que
pour toute k-alge`bre A de valuation discre`te, que l’on peut supposer de plus comple`te, le morphisme
MP(A) −→MP(K) est injectif (ou` K est le corps des fractions de A). Soient x et y deux e´le´ments de
MP(A) d’images e´gales dans MP(K). Comme A est strictement hense´lien les points x et y se rele`vent
en deux e´le´ments x′ et y′ dans MP(A). Dans ce cas, x′ et y′ correspondent a` deux objets E,F ∈ HA
qui sont t-plats et dont les change´s de base E ⊗A K et F ⊗A K sont isomorphes dans HK . Il faut
montrer que E et F sont isomorphes dans HA.
Soit φK : E ⊗A K ' F ⊗A K un isomorphisme dans HK . Par adjonction ceci correspond a` un
morphisme dans ĤA
φ : E −→ F ⊗A K ' colim( F pi // F pi // . . . , )
ou` pi ∈ A est une uniformisante. Comme E est de pre´sentation finie dans ĤA le morphisme ci-dessus se
factorise par un des facteurs de la colimite. En d’autre termes, il existe un morphisme φA : E −→ F
dans HA tel que le morphisme induit par changement de base a` K soit pin.φK pour un certain n.
Quitte a` remplacer φK par pi
n.φK on supposera donc que l’isomorphisme φK provient par changement
de base d’un morphisme dans HA
φA : E −→ F.
Comme TA(E,F ) est un complexe parfait de A-modules et que A ' limnA/pin est complet, on a
TA(E,F ) ' lim
n
TA(E,F )/pi
n ' lim
n
TA(E,F/pi
n),
ou` K/pin est le coˆne du morphisme ×pin : K −→ K. Comme les complexes TA(E,F/pin) sont tous
cohomologiquement concentre´s en degre´s positifs on trouve un isomorphisme naturel sur leurs H0
HomHA(E,F ) ' limn HomHA(E,F/pi
n).
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Le morphisme φA est non nul, il existe donc un entier n tel que le morphisme induit E
φA // F // F/pin
soit aussi non-nul. Soit n le plus petit entier tel que le morphisme ci-dessus soit non nul, de sorte
que l’on ait φA = pi
n−1.ψA, avec ψA : E −→ F un morphisme tel que le morphisme induit sur le
corps re´siduel ψk := ψA ⊗A k : E ⊗A k −→ F ⊗A k soit un morphisme non nul de H. Comme les
objets E ⊗A k et F ⊗A k sont suppose´s simples, le morphisme ψk est un isomorphisme. Enfin, comme
E et F sont des T op ⊗k A dg-modules compacts, ils sont parfaits comme A-dg-modules. Ainsi, le
morphisme ψA : E −→ F est un isomorphisme par Nakayama pour les complexes parfaits. Ceci ter-
mine de de´montrer que E et F sont isomorphes dans HA et donc termine la preuve du the´ore`me 6.1. 2
7. The´ore`me de reconstruction
Pour une dg-cate´gorie sature´e T , on dispose du champ MT des objets de T , ainsi que d’un dg-
foncteur canonique
φ : T op −→ Lparf (MT ),
de la dg-cate´gorie oppose´e a` celle de T vers celle des complexes parfaits sur le champs MT . Le
morphisme φ est par de´finition celui correspondant au T op-dg-module universel sur MT . Pour un
objet x ∈ T , le complexe parfait φ(x) sur MT peut eˆtre de´crit de la manie`re suivante. Soit u :
SpecA −→ MT un morphisme correspondant a` un T op ⊗k A-dg-module parfait E, que l’on voit
comme un dg-foncteur E : T op −→ Lparf (A). Par de´finition, on dispose d’un identification naturelle
de complexes parfaits de A-modules
E(x) ' u∗(φ(x)).
L’identification ci-dessus peut aussi s’e´crire
T (x,E) ' u∗(φ(x)),
ou` x ∈ T est vu comme un T op-dg-module par le plongement de Yoneda T ↪→ T̂ . En particulier,
lorsque A = k et u : Spec k −→ MT correspdond a` un objet y ∈ T , on trouve la formule suivante
pour la fibre en u de φ(x)
φ(x)y := u
∗(φ(x)) ' T (x, y) ∈ Lparf (k).
On suppose maintenant que l’on est sous les hypothe`ses du the´ore`me 6.1: on se fixe un syste`me de
points P de dimension d et une t-structure sur T qui satisfont aux conditions suivantes.
• La t-structure est parfaite et ouverte.
• La famille de points P co-engendre fortement la t-structure.
• La famille de points P est borne´e.
Par le the´ore`me 6.1 on dispose d’une sous-champ ouvert j :MP ⊂MT , qui est une Gm-gerbe sur
un espace alge´brique lisse et se´pare´ MP . En composant φ avec la restriction le long de j on trouve un
dg-foncteur
φP : T op
φ // Lparf (MT ) j
∗
// Lparf (MP).
En utilisant la description des fibres des objets φ(x) que l’on donne ci-dessus, on voit que le dg-foncteur
φP se factorise par la sous-dg-cate´gorie L
χ=1
parf (MP) ⊂ Lparf (MP) des objets de poids 1.
SYSTE`MES DE POINTS DANS LES DG-CATE´GORIES SATURE´ES 23
De´finition 7.1. Avec les conditions et les notations pre´ce´dentes, le dg-foncteur de de´composition
associe´ a` la paire (T,P) est le dg-foncteur
φP : T op −→ Lχ=1parf (MP)
de´fini ci-dessus.
Intuitivement, l’espace alge´brique MP est un espace de modules pour les objets de P, et le dg-
foncteur φP de´compose chaque objet x ∈ T en un complexe parfait φP(x) au-dessus de MP dont la
fibre en y ∈ MP est le complexe T (x, y). La non-existence de l’objet universel sur MP , controle´e par
la gerbeMP , implique que φ(x) existe uniquement comme un complexe parfait tordu sur MP . D’une
certaine fac¸on, le dg-foncteur φP doit eˆtre conside´re´ comme un foncteur de de´composition spectrale
des objets de T au-dessus de l’espace des modules des objets simples de la cate´gorie abe´lienne H.
Nous arrivons enfin au the´ore`me principal de ce travail.
The´ore`me 7.2. Soit T une dg-cate´gorie sature´e munie d’un syste`me de points P ve´rifiant les condi-
tions ci-dessous.
• La t-structure est parfaite et ouverte.
• La famille de points P co-engendre fortement la t-structure.
• La famille de points P est borne´e.
Le dg-foncteur de de´composition
φP : T op −→ Lχ=1parf (MP)
est conservatif. C’est une quasi-e´quivalence si et seulement si l’espace alge´brique MP est propre sur
Spec k.
Preuve: La conservativite´ est une conse´quence directe de la formule donnant la fibre de φP(x) en
un point global y ∈MP(k)
φP(x)y ' T (x, y),
et de la de´finition d’un syste`me de points P (voir de´finition 5.2).
Supposons pour commencer que φP soit une quasi-e´quivalence. Comme T est propre, le fait que
φP est une e´quivalence implique que L
χ=1
parf (MP) est une dg-cate´gorie propre.
Lemme 7.3. Soit X un espace alge´brique de type fini et se´pare´ sur Spec k, et X −→ X une Gm-gerbe
sur X. Si la dg-cate´gorie Lχ=1parf (X ) est propre alors X est propre sur Spec k.
Preuve du lemme: Supposons que X ne soit pas propre. Alors, il existe une courbe affine lisse C
et un morphisme fini p : C −→ X. Par [To4, Cor. 5.2] (on se rame`ne aise´ment au cas ou` X sche´ma
en utilisant le lemme de Chow, comme par exemple dans [To-Va2, Prop. B1]). Choississons un
ge´ne´rateur compact K ∈ Lχ=1parf (X ) de la dg-cate´gorie de´rive´e tordue Lχ=1(X ), que nous supposerons
aussi ge´ne´rateur compact local. Notons AX := REnd(K) ∈ Lparf (X) la dg-alge`bre d’Azumaya sur X
correspondante.
Notons E := p∗(AX) ∈ Lparf (C). Pour tout V ∈ L(C), on a
RΓ(C, V ⊗ E) ' RΓ(X, p∗(V )⊗AX) ' RHom(K, p∗(V )⊗K).
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Ainsi, comme Lχparf (X ) est propre, le complexe RΓ(C, V ⊗ E) est parfait sur k. Comme C est affine
et que AX est un ge´ne´rateur compact local, E est un ge´ne´rateur compact de L(C), et le faisceau
structural OC appartient donc a` la sous-cate´gorie triangule´e e´paisse engendre´e par E. Cela implique
donc que RΓ(C, V ) est parfait pour tout complexe parfait V sur C, et en particulier pour V = OC .
Ceci est une contradiction car C est une courbe affine. 2
Il nous reste a` montrer que si MP est propre alors φP est une e´quivalence. Tout d’abord on sait que
Lχ=1parf (X ) est une dg-cate´gorie sature´e (voir [To4, Cor. 5.4] (4) pour X un sche´ma, et le cas des espaces
alge´briques se rame`ne au cas des sche´mas par le lemme de Chow comme dans [To-Va2, Prop. B1]).
Par ailleurs, il existe un syste`me de points P ′ de dimension d dans Lχparf (X ) de´fini par les points de
X de la manie`re suivante. Pour x ∈ X(k), on conside`re la gerbe re´siduelle Xx := X ×X {x} ' BGm,
ainsi que le morphisme naturel jx : Xx −→ X . On note L la repre´sentation de rang 1 de Gm et de
poids 1 que l’on voit comme un objet de L[−d] ∈ Lχ=1parf (Xx). Par de´finition, P ′ est l’ensemble des
classes d’e´quivalence des objets de la forme (jx)∗(L[−d]) ∈ Lχ=1parf (X ) (il est donc en bijection naturelle
avec les points de X). Il est facile de ve´rifier que P ′ est un syste`me de points dans Lχ=1parf (X ) au sens
de la de´finition 5.2.
Nous allons maintenant appliquer le lemme 5.3 au dg-foncteur de de´composition
φP : T op −→ Lχ=1parf (X ),
avec les syste`mes de points P et P ′. Il faut montrer que φP induit une quasi-e´quivalence entre les
deux sous-dg-cate´gories pleine de T op et Lχ=1parf (X ) de´finies par les ensembles de points P et P ′.
Pour cela, on rappelle que si x, y ∈ T op, alors φP(x)y ' T (x, y), ou` φP(x)y = (jy)∗(φP(x)) et
jy : Xy −→ X est la gerbe re´siduelle en y. Cette identification pour x = y nous donne un morphisme
naturel dans L(Xx)
(jx)
∗(φP(x)) ' T (x, x) −→ Hd(T (x, x))[−d] ' L[−d].
Par adjonction ceci de´finit des morphismes dans L(X )
φP(x) −→ (jx)∗(L[−d]),
qui sont des e´quivalences. Ainsi, le dg-foncteur φP identifie les ensembles P et P ′, en identifiant un
point x ∈ P a` l’objet (jx)∗(L)[−d] ∈ L(X ). Cette description implique aussi que φP est pleinement
fide`le lorsque il est restreint aux objets de P. 2
8. Deux exemples
Nous donnons pour terminer deux exemples de situations qui illustrent le the´ore`me 7.2. Cependant,
nous ne donnons pas les de´tails des preuves que les hypothe`ses sont effectivemet ve´rife´es dans chacun
des cas. Il existe par ailleurs de nombreux autres exemples qui me´riteraient d’eˆtre e´tudie´s, comme par
exemple les flops en dimension 3 de [Br].
Gerbes sur un groupe fini. Soit Z un espace alge´brique propre et lisse sur Spec k. Soit Z un
champ alge´brique muni d’un morphisme pi : Z −→ Z. On suppose que localement pour la topologie
e´tale sur Z le morphisme pi est e´quivalent a` la projection Z×BG −→ Z pour un groupe fini G (qui n’est
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bien de´fini que localement). On supposera pour simplifier que Z est connexe, de sorte que la classe
de conjugaison du groupe G ne de´pende pas du choix du point z ∈ Z. On conside`re T := Lparf (Z) la
dg-cate´gorie des complexes parfaits sur Z. D’apre`s [To4, Cor. 5.4] (et l’astuce du lemme de Chow de
[To-Va2, Prop. B1]) on sait que T est une dg-cate´gorie propre et lisse sur k.
Nous de´finissons un syste`me de points P de dimension d = dimZ de la manie`re suivante. Soit z ∈ Z
un point ferme´, et notons Zz := pi1(z) la gerbe re´siduelle du champ Z en z. Le champ Zz est, de
manie`re non-canonique, e´quivalente a` BG pour G un groupe fini. Cela implique que la cate´gorie des
faisceaux quasi-cohe´rents QCoh(Zz) s’e´crit comme un produit fini de cate´gorie de k-espaces vectoriels∏
ρ∈I(z) V ect(k), ou` I(z) est un ensemble fini de repre´sentant d’objets simples dans QCoh(Zz). Si l’on
choisit un e´quivalence Zz ' BG, l’ensemble I(z) peut s’identifier a` un ensemble de repre´sentants des
classes d’isomorphisme de repre´sentations line´aires de G sur k. Nous noterons
On pose
P :=
∐
z∈Z
∐
ρ∈I(z)
(jz)
∗(ρ),
ou` jz : Zz ↪→ Z est l’immersion canonique. L’ensemble P est un ensemble de faisceaux cohe´rents sur le
champ Z que l’on conside`re comme des objets de T . La paire (T,P) ve´rifie les hypothe`ses du the´ore`me
7.2. L’espace alge´brique MP est ici un espace alge´brique fini et e´tale sur Z, dont la fibre en z ∈ Z est
l’ensemble fini des classes d’isomorphismes de repre´sentations line´aires du groupe G. L’espace MP ,
ainsi que la classe α ∈ H2et(Z,Gm) de la Gm-gerbe MP −→ MP peuvent se de´crire explicitement de
la manie`re suivante. On choisit un point de base z ∈ Z(k), et une identification Zz ' BG, de sorte
que Z −→ Z s’identifie a` une forme tordue, pour la topologie e´tale de BG. La projection pi est donc
classe´e par un morphisme de champs
Z −→ BAut(BG),
ou` Aut(BG) est le 2-groupe des auto-e´quivalences de BG. On se fixe une identification QCoh(BG) '
⊕IV ect(k), avec I un ensemble fini qui s’identifie aux classes d’isomorphisme de repre´sentations
irre´cutibles de G sur k. Le champ en groupe des auto-e´quivalences de ⊕IV ect(k) est un produit semi-
direct ΣI oB(Gm)I . On dipose ainsi d’un morphisme de 2-champs BAut(BG) −→ B(ΣI oB(Gm)I),
et donc d’un morphisme classifiant
q : Z −→ B(ΣI oB(Gm)I).
Ce morphisme de´termine le champ en cate´gories OZ-lie´aires pi∗(QCoh) sur le petit site e´tale Zet.
On a une suite de fibrations de 2-champs
B(Gm)I // B(ΣI oB(Gm)I) // BΣI .
La donne´e de la projection p : Z −→ B(ΣI) de´termine un reveˆtement e´tale fini r : Z ′ −→ Z de fibre
I. Par ailleurs, le rele`vement de p en un morphisme q
Z
q //
p
&&
B(ΣI oB(Gm)I)

B(ΣI),
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de´termine une classe de cohomologie α ∈ H2et(Z,A), ou` A est une forme tordue du faisceau GIm. Cette
forme tordue n’est autre que r∗(Gm), l’image direct du faisceau Gm par le reveˆtement fini r : Z ′ −→ Z.
On trouve donc ainsi une classe
α ∈ H2et(Z ′, r∗(Gm)) ' H2et(Z ′,Gm).
Avec ces notations, l’espace alge´brique MP s’identifie naturellement a` Z ′, et α ainsi construit est la
classe de la gerbe MP −→MP .
Le the´ore`me 7.2 induit ainsi une e´quivalence naturelle
Lparf (Z) ' Lαparf (Z ′),
ou` Lαparf (Z
′) est la dg-cate´gorie des complexes parfaits sur Z ′ tordus par la classe α. Cet e´nonce´ est
en re´alite´ vrai sans les hypothe`ses de lissite´ et de proprete´ sur Z, comme cela peut se voir de manie`re
directe.
Correspondance de McKay. Soit X une surface projective, lisse et connexe sur k munie d’une
trivialisation ω : ωX ' OX . On se donne un groupe fini G qui ope`re sur X en fixant la trivialisation ω.
On conside`re T := Lparf ([X/G]) la dg-cate´gorie des complexes parfaits sur le champ quotient [X/G],
qui s’identifie naturellement a` la dg-cate´gorie des complexes parfaits G-e´quivariants sur X. On de´finit
un syste`me de points P de dimension 2 dans T de la manie`re suivante. On conside`re les cohe´rents
G-e´quivariants F sur X qui ve´rifient les deux conditions suivantes.
• F est le faisceau structural d’un sous-sche´ma fini de X de longueur ]G.
• La repre´sentation G sur Γ(X,F) est isomorphe a` la repre´sentation re´gulie`re.
Ces faisceaux cohe´rents forment une famille d’objets dans T , et nous notons P l’ensemble de leurs
classes d’e´quivalences dans T . Le couple (T,P) ve´rifie les conditions du the´ore`me 7.2. Dans cet
exemple MP ' Z est propre, et la Gm-gerbe est ici triviale. Ainsi, le the´ore`me 7.2 implique l’existence
d’une e´quivalence
Lparf ([X/G]) ' Lparf (Z),
qui est une incarnation de la correspondance de McKay (voir par exemple [Br-Ki]).
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